
Ôîðìóëû Ôóðüå: îò äèñêðåòíîãî äî èíòåãðàëüíîãî

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Îñíîâíîé îáúåêò èçó÷åíèÿ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f = f(t) = (f0, f1, . . . fN−1) � ñëåäóåò ïîíèìàòü ýòî êàê èçìå-

ðåíèÿ ñèãíàëà â ðàâíîîòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà ìîìåíòàõ âðåìåíè tm = m∆t) êîíå÷íîé äëèíû N . �àçóìååòñÿ,

òàêóþ çàïèñü óäîáíî òàêæå ïîíèìàòü êàê êîîðäèíàòû N -ìåðíîãî âåêòîðà â áàçèñå âåêòîðîâ ek = (0, 0, 1, . . .0)
(åäèíè÷êà ñòîèò íà k-òîì ìåñòå). Âåêòîðû áàçèñà {ek} åñòåñòâåííî íàçûâàòü åäèíè÷íûìè èìïóëüñàìè, à êî-

îðäèíàòû â ýòîì áàçèñå � ïðåäñòàâëåíèåì ñèãíàëà âî âðåìåííoé èëè èìïóëüñíîé îáëàñòè. Èíûìè ñëîâàìè,

f(tm) =
∑N−1

0 fkek(tm).
Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïîêà ñ÷èòàòü ∆t = 1 òàê ÷òî tm = m, â ñëó÷àå èçìåíåíèÿ øêàëû âñå �îðìóëû áåç òðóäà

ïåðåïèñûâàþòñÿ ÿâíî (ñì íèæå). Âîò ïðîñòûå �àêòû èç ëèíåéíîé àëãåáðû, êîòîðûå çäåñü íóæíû:

� Âñïîìíèòå, ÷òî òàêîå îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ.

� Åñëè áàçèñ ek = (0, 0, 1, . . .0) îðòîíîðìàëüíûé, òî äëèíà âåêòîðà (f0, f1, . . . fN−1) ëåãêî íàõîäèòñÿ ÷åðåç

åãî êîîðäèíàòû:

√
∑

f2
k .

� Âåðíî ëè, ÷òî áàçèñ èç èìïóëüñîâ îðòîíîðìàëüíûé?

Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà â òåîðèè ñèãíàëîâ íàçûâàåòñÿ ýíåðãèåé ñèãíàëà.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò âåêòîðà, åñëè âìåñòî (ïîêà ÷òî êîíå÷íîãî) èìïóëüñ-

íîãî áàçèñà âûáðàòü íåêîòîðûé äðóãîé, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ áàçèñîì Ôóðüå. Ìîòèâàöèÿ âûáîðà íîâîãî áàçèñà

(Ôóðüå) òàêîâà: � îí äîëæåí áûòü óäîáåí, ÷òîáû â íåì ïðîùå îòñëåæèâàòü áîëüøèíñòâî �èçè÷åñêè çíà÷èìûõ

ïðîöåññîâ. Î÷åâèäíî, äëèíà âåêòîðà íå çàâèñèò îò òîãî â êàêîì áàçèñå âûïèñûâàòü åãî êîîðäèíàòû, â ñëó÷àå,

êîãäà áàçèñû îðòîíîðìèðîâàíû, �îðìóëà äëÿ ýíåðãèè âûãëÿäèò îäèíàêîâî â êàæäîì èç íèõ. �àâåíñòâîì Ïàð-

ñåâàëÿ íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå, ïðèðàâíèâàþùåå ýíåðãèè (òî åñòü êâàäðàòû äëèí) îäíîãî è òîãî æå ñèãíàëà,

âûïèñàííûå â èìïóëüñíîì áàçèñå è â áàçèñå Ôóðüå.

Âåðíåìñÿ ê ìîòèâàöèè âûáîðà íîâîãî áàçèñà: ñèãíàëû çàïèñåé �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, â ñëó÷àå íåïðåðûâ-

íîãî âðåìåíè êàê ïðàâèëî îïèñûâàþò íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå êàê ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé. Äèñêðåòíûé àíàëîã äè��åðåíöèèðîâàíèÿ � ýòî ðàçíîñòíûé îïåðàòîð D = T−E
∆t

, çäåñü E îáîçíà÷à-

åò òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, à T � ñäâèã íà ∆t: T (f0, f1, . . .) = (f1, f2 . . .). Ïóñòü èíòåðâàë âðåìåíè ∆t áóäåò
åäèíè÷íûì, òîãäà èçó÷àÿ îïåðàòîð ñäâèãà êîîðäèíàòû ìîæíî ïîíÿòü êàê èìåííî èçìåíÿþòñÿ çàïèñè ñèãíàëîâ.

Ïîýòîìó ïîèñê áàçèñà îïðåäåëåí òðåáîâàíèåì, ÷òîáû â íåì îïåðàòîð T âûãëÿäåë ïðîñòî, íàïðèìåð áûë áû

äèàãîíàëüíûì.

Äëÿ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà ñäâèãà T íóæäàåòñÿ â óòî÷íåíèè åãî äåéñòâèÿ íà

êîíöàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â äèñêðåòíîì êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî "çàêîëüöåâàòü"ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàê

÷òîáû âñå åå ÷ëåíû ðàñïîëîæèëèñü â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî N -óãîëüíèêà íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è îïåðàòîð

T îêàçàëñÿ áû ïîâîðîòîì "íà îäíî äåëåíèå"ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà:

T (f0, f1, . . .) = (f1, f2 . . . f0)

Îïåðàòîð ñäâèãà ïåðâîäèò áàçèñíûå èìïóëüñû äðóã â äðóãà, ïîä âîçäåéñòâèåì îïåðàòîðà D êîîðäèíàòû fk ïðî-
èçâîëüíîãî âåêòîðà ïåðåïóòûâàþòñÿ âåñüìà ñëîæíûì îáðàçîì. Ñèòóàöèÿ ñòàíåò ïðîùå, åñëè áû óäàëîñü íàéòè

òàêèå íîâûå áàçèñíûå âåêòîðû uk, ÷òî ïîä âîçäåéñòâèåì îïåðàòîðà D êàæäûé èç íèõ ïðîñòî óìíîæàåòñÿ íà

ñîáñòâåííîå ÷èñëî λk (�ðàñòÿãèâàåòñÿ� â λk ðàç) � òîãäà îïåðàòîð D èçìåíÿë áû êîîðäèíàòû f̂k (âûïèñàííûå

â áàçèñå {uk}) ëþáîãî âåêòîðà íåñëîæíî � êàæäàÿ êîîðäèíàòà f̂k óìíîæàëàñü áû íà ðàç è íàâñåãäà îïðåäåëåííîå

÷èñëî 1/λk (ïîäóìàéòå, ïî÷åìó ýòî òàê). Òàêîé áàçèñ äëÿ îïåðàòîðà D íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì è ìàòðèöà

îïåðàòîðà D â ýòîì áàçèñå äèàãîíàëüíà.

� Âàæíîå íàáëþäåíèå: åñëè áàçèñ ñîáñòâåííûé äëÿ îïåðàòîðà ñäâèãà T , òî îí ñîáñòâåííûé è äëÿ îïåðàòîðà

D. Ïðîâåðèòü.

Îêàçûâàåòñÿ, ñîáñòâåííûé áàçèñ äëÿ îïåðàòîðà ñäâèãà T íàéòè ìîæíî ëèøü òîëüêî åñëè èñïîëüçîâàòü êîì-

ïëåêñíûå ÷èñëà: â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìååòñÿ, íàïðèìåð, òàêîé

áàçèñ:

uk ýòî

(

1, ei
2πk
N

·1, ei
2πk
N

·2, . . . ei
2πk
N

·m, . . .
)

� Íàéòè ñîáñòâåííîå ÷èñëî ωk, îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó âåêòîðó uk îïåðàòîðà T . Êàê ñâÿçàíû ìåæäó

ñîáîé êîìëåêñíûå ÷èñëà ωN−k è ωk?
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� Çàäà÷à: îðòîãîíàëüíûé ëè áàçèñ {uk}? ×òî íóæíî ñäåëàòü ÷òîá îí ñòàë îðòîíîðìàëüíûì?

Êîîðäèíàòû f̂∗ ñèãíàëà (ò.å. âåêòîðà f) â íîâîì áàçèñå {uk} íàçûâàþòñÿ ñïåêòðîì ñèãíàëà, èíäåêñû êîîðäèíàò

ìîæíî ñâÿçàòü ñ ÷èñëàìè ωk ; ðàçëîæåíèå ñèãíàëà ïî íîâûì áàçèñíûì âåêòîðàì uk íàçûâàþò ðàçëîæåíèåì ïî

ñîáñòâåííûì ãàðìîíèêàì (÷àñòîòàì), âñå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ωk íàçûâàþò ñïåêòðàëüíîé îáëàñòüþ:

f =

N−1
∑

0

f̂ωk
uωk

Â îðòîãîíàëüíîì áàçèñå êîîðäèíàòû èùóò ÷åðåç ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðîåêöèè âåêòîðà íà áàçèñíûé âåêòîð.

Íàïîìíèì, ÷òî ñêàëÿðíîå (îíî åùå íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì) ïðîèçâåäåíèå â èìïóëüñíîì áàçèñå äëÿ äâóõ âåêòîðîâ

ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè (u0, u1, . . . uN−1) è (v0, v1, . . . vN−1) èùåòñÿ ïî �îðìóëå

∑

i uiv̄i. Íàïèøèòå
ñàìîñòîÿòåëüíî �îðìóëó äëÿ ïðîåêöèè f(k) íà âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû â íàïðàâëåíèè, óêàçàííîì âåêòîðîì

ei
2πk
N

·1
(íå çàáûâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî ÷èñëà â �îðìóëàõ êîìïëåêñíûå).

ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ωk (ñì. óïðàæíåíèå âûøå) ïîêàçûâàþò, ÷òî îíè ðàñïîëîæåíû íà

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè, ïîýòîìó îòâå÷àþùèå èì áàçèñíûå âåêòîðû

ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè ÷àñòîòàìè â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêîì ìíèìîé ÷àñòè

ωk ( ìîæíî òàêæå îðèåíòèðîâàòüñÿ íà ñðàâíåíèå k ñ N/2.), ïîýòîìó ãîâîðÿò î ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé

÷àñòÿõ ñïåêòðà. Âàæíî íàïîìíèòü, â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñàì ñèãíàë è åãî ñïåêòð ñëåäóåò

ñ÷èòàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè äëèíû N , ñïåêòðàëüíàÿ è âðåìåííàÿ îáëàñòü â ýòîì ñëó÷àå óñòðîåíû îäèíàêîâî.

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ïðèíÿòî íàçûâàòü Äèñêðåòíûì Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå (ÄÏÔ).

Îñíîâíîå òîæäåñòâî Ôóðüå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñèãíàë f ìîæíî ïåðåïèñàòü èç îäíîãî áàçèñà â äðóãîé è

îáðàòíî áåç ïîòåðü èí�îðìàöèè, âîò îíî:

f(r) =
1

N

∑

s

(

∑

t

f(t)e−
2πi
N

st

)

e
2πi
N

sr
(1)

� Çàäà÷à: Îáúÿñíèòü ïîÿâëåíèå êîý��èöèåíòà

1
N

â �îðìóëå òîæäåñòâà Ôóðüå

Èçìåíåíèå øêàëû âðåìåíè è ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû

�ÿäû Ôóðüå

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèììåòðè÷íûå øêàëû â òîæäåñòâå Ôóðüå (1), à èìåííî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî −K 6 t, s ≺ K
ãäå 2K = N è ≺-sign îáîçíà÷àåò ëèáî 6 ëèáî < â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè ÷èñëà N . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íå

îáÿçàòåëüíî öåëîãî ÷èñëà L > 0 îáîçíà÷èì αt = Lt
K

òîãäà −L 6 αt ≺ L, â òåðìèíàõ ýòîãî íîâîãî ïàðàìåòðà.

Ââåäåì åùå îáîçíà÷åíèå dα = αk+1 − αk = L
K

òîãäà òîæäåñòâî (1) ïðèîáðåòàåò âèä, êîòîðûé ðàñïðîñòðàíåí â

ñïðàâî÷íèêàõ:

f(αr) =
1

2L

∑

s

(

∑

t

f(αt)e
−

iπsαt
L dα

)

e
iπsαr

L
(2)

ßñíî, ÷òî ïðèK → ∞ ïîëó÷àåòñÿ äðóãàÿ èçâåñòíàÿ èç ñïðàâî÷íèêîâ �îðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå ̥�óíêöèé

íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà α, òàêîãî ÷òî −L 6 α ≺ L

̥ : f 7→







1

2L

L
∫

−L

f(α)e−
iπsα

L dα







s∈N

(3)

Ýòà âåðñèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ôóðüå): ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå çàäàåò äâîéñòâåííîñòü ìåæäó

áåñêîíå÷íûìè íàáîðàìè êîý��èöèåíòîâ, èíäåêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðîì α ( �óíêöèÿìè ïàðàìåòðà α ëåæàùå-

ãî íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè), è áåñêîíå÷íûìè íàáîðàìè êîý��èöèåíòîâ, èíäåêñèðîâàííûìè ïîðÿäêîâûìè

íîìåðàìè ãàðìîíèê. Óêàçàííûé â ïðàâîé ÷àñòè íàáîð ÷èñåë â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå òàêæå íàçûâàåòñÿ êî-

ý��èöèåíòàìè ðÿäà Ôóðüå, â íà÷àëüíûõ êóðñàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èõ ïðèíÿòî âûïèñûâàòü íå â

êîìïëåêñíîì âèäå, à â âèäå îòäåëüíî âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòè (÷òî íåðåäêî óñëîæíÿåò çàïîìèíàíèå �îð-

ìóëû òîæäåñòâà Ôóðüå).

� Çàäà÷à: âûïèñàòü òîæäåñòâî Ôóðüå â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ñèãíàëà áåç èñïîëüçîâàíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
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Èíòåãðàëüíûå �îðìóëû Ôóðüå

Íàêîíåö åùå îäíî ïåðåîáîçíà÷åíèå βs =
πs
L

äàåò â îñíîâíîì (äèñêðåòíîì) òîæäåñòâå Ôóðüå

f(αr) =
1

2π

∑

s

(

∑

t

f(αt)e
−iβsαtdα

)

eiβsαrdβ (4)

çäåñü dβ = π
L
. Êîãäà K → ∞ è L → ∞ ïîëó÷àåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ èíòåãðàëüíàÿ �îðìóëà Ôóðüå

f(γ) =
1

2π

∞
∫

−∞





∞
∫

−∞

f(α)e−iβαdα



 eiβγdβ (5)

Òàêèì îáðàçîì, èìïóëüñíàÿ è ÷àñòîòíàÿ îáëàñòè îïÿòü ñòàíîâÿòñÿ îäèíàêîâûìè � â ýòîé âåðñèè ýòî ïðîñòî âñå

âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

� Çàäà÷à: âûïèñàòü ÿâíî êàêóþ-íèáóäü áàçèñíóþ �óíêöèþ èç áàçèñà Ôóðüå â ýòîé âåðñèè.

� Òðóäíàÿ çàäà÷à: ÷òî òàêîå èìïóëüñíàÿ �óíêöèÿ â èìïóëüñíîì áàçèñå â ýòîé âåðñèè?

Ïðàêòè÷åñêèé âûáîð êàêóþ îáëàñòü èíäåêñîâ íàçûâàòü èìïóëüñíîé, à êàêóþ � ñïåêòðàëüíîé çàâèñèò îò

êîíòåêñòà: íàïðèìåð, ñïåêòð áåñêîíå÷íîãî äèñêðåòíîãî ñèãíàëà ñëåäóåò ñ÷èòàòü ñîñðåäîòî÷åíûì íà åäèíè÷íîé

îêðóæíîñòè (òî åñòü â èíäåêñàöèè ñïåêòðà èñïîëüçóåòñÿ α, â èíäåêñàöèè èìïóëüñîâ öåëûå ÷èñëà � íîìåðà

îòñ÷åòîâ), à ñïåêòð ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà (òî åñòü îïÿòü-òàêè �óíêöèè îò àðãóìåíòà α) ñëåäóåò èíäåêñèðîâàòü
öåëûìè ÷èñëàìè.

Ïðîèñõîæäåíèå òðóäíîñòåé â öè�ðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ

Çàìåíà ïåðåìåííûõ è ïîñëåäóþùèé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä çàìåíÿþò â äèñêðåòíîì òîæäåñòâå 1 çíàê êîíå÷íîé

ñóììû íà áåñêîíå÷íóþ èëè íà èíòåãðàë. Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî ýòè ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû è ïðåîáðàçîâàíèå (äâîé-

ñòâåííîñòü) Ôóðüå íå êîììóòèðóþò: åñëè ñäåëàòü ñíà÷àëà ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, à ïîòîì îò ðåçóëüòàòà

âçÿòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, òî ïîëó÷èòñÿ íå âïîëíå òî æå ñàìîå, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå

è ïîñëåäóþùåì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå � ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ àëèàñèíãîì (êàëüêà àíãëèéñêîãî ñëîâà

aliasing). Ïðàêòè÷åñêèé àíàëèç äèñðåòíûõ ñèãíàëîâ îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè, ÷òî ìû èçó÷àåì äèñêðåòíûìè

ñðåäñòâàìè íåïðåðûâíûé ñëó÷àé, ïîýòîìó ðåàëüíûå ðàñ÷åòíûå �îðìóëû äëÿ öè�ðîâîãî àíàëèçà íåïðåðûâíûõ

ñèãíàëîâ ìîãóò áûòü íå íàñòîëüêî óæ ïðîñòûìè êàê ïðèâåäåííîå âûøå òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå.

Ìíîãîìåðíûå ñèãíàëû

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ðàíåå èçëîæåííîãî ïîäõîäà ñëóæèò ðàññìîòðåíèå ñèãíàëîâ, èíäåêñû êîòîðûõ xxx =
(xiii1 , xiii2 , . . . xiiin) ãäå èíäåêñû íà ýòîò ðàç âçÿòû èç ìíîãîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà RN

. Íàïðèìåð ïðåäñòàâëåíèå

êàðòèíîê â êîìïüþòåðå � ýòî äâóìåðíûé ñèãíàë.

Â ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ ïàêåòàõ äîñòàòî÷íî ìíîãî áèáëèîòåê äëÿ îáðàáîòêè äâóìåðíûõ ñèãíàëîâ è

â ïðèíöèïå íà÷àòü ìîæíî ñ ëþáîãî èç íèõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå �óíêöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â python ìîæ-

íî íàéòè â np.fft.fft2, sipy.fftpak.dt, îáÿçàòåëüíî âíèìàòåëüíî îçíàêîìüòåñü ñ âåðñèåé íîðìàëèçóþ-

ùèõ êîý��èöèåíòîâ ïðè ïðÿìûõ è îáðàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Ìîæíî íà÷àòü èçó÷åíèå ñ ïàêåòà sikit-image

https://sikit-image.org/dos ÿçûêà python ñëåäóåò îçíàêîìèòüñÿ ñ íåêîòîðûìè �óíêöèÿìè, ðåàëèçóþùèìè

îáðàáîòêó îáðàçîâ.

ÄÏÔ è ñîîòâåòñòâóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå â R2

Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûå îáîáùåíèÿ îäíîìåðíûõ �îðìóë íà îáùèé ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ìû îáñóæäàòü çäåñü íå

áóäåì, à îãðàíè÷èìñÿ ëèøü äâóìåðíûì âàðèàíòîì, ïîñêîëüêó äâóìåðíûé ñèãíàë â ïðàêòè÷åñêîì ïîíèìàíèè

óäîáíî ñâÿçàòü ñ äâóìåðíîé êàðòèíêîé �image. Èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ ïðîñòîòû ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðèìåðîì �îð-

ìóëû ÄÏÔ äëÿ êâàäðàòíûõ ìàññèâîâ ( òî åñòü N1 = N2 = N) � â êîíöå-êîíöîâ ïðÿìîóãîëüíûé ìàññèâ ìîæíî

ñ÷èòàòü êâàäðàòíûì, äîïîëíÿÿ åãî íóëÿìè.
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Äâóìåðíîå ÄÏÔ � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ̥ : f(t1, t2) → f̂(ω1, ω2), çàäàííîå î÷åâèäíûì îáîáùåíèåì îáû÷íîé

�îðìóëû:

f̂(sss) = f̂(s1, s2) =
∑

ttt,sss

f(ttt)e−2πi (ttt,sss)
N =

N−1
∑

t2=0

N−1
∑

t1=0

f(t1, t2) exp

(

−2πi
t1s1 + t2s2

N

)

=

N−1
∑

t2=0

(

N−1
∑

t1=0

f(t1, t2)e
−2πi

t1s1
N

)

e−2πi
t2s2
N

=

N−1
∑

t1=0

(

N−1
∑

t2=0

f(t1, t2)e
−2πi

t2ss
N

)

e−2πi
t1s1
N

� Çàïèøèòå îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è òîæäåñòâî Ôóðüå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ

Èíòåãðàëüíûé ñëó÷àé

Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ äâóìåðíîãî ñèãíàëà â R2
èìååì èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå; ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî xxx è ννν äàíû â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ R2
, ïðè÷åì êîîðäèíàòíûå îñè óäîáíî îòîæäåñòâèòü: x2 = 0 ñ ν2 = 0

è x1 = 0 ñ ν1 = 0. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé èìåííî òèï ÷àñòîò ìû ðàññìàòðèâàåì, ïîêàçàòåëü ó ýêñïî-

íåíòû è ñîîòâåòñòâåííî êîý��èöèåíò ïðè èíòåãðàëå ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ íà äîïîëíèòåëüíûé

ìíîæèòåëü, ñâÿçàííûé ñ π èëè 2π � ýòî îáû÷íîå äåëî, êîãäà ðå÷ü èäåò î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå.

Äàëåå â íàøåì òåêñòå òàêæå ïîÿâÿòñÿ ýòè äîï.êîý��èöèåíòû, åäèíîîáðàçíîãî îïðåäåëåíèÿ ìû ïðèäåðæèâàòüñÿ

íå ñòàíåì.

f̂(ννν) =

∫

R2

f(xxx)e−i(xxx,ννν)dxxx

� Çàïèøèòå îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ

Êàê è ðàíåå ñïðàâåäëèâî (íî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî íåòðèâèàëüíî) òîæäåñòâî Ôóðüå â ñëó÷àå, êîãäà îáå �óíê-

öèè f(xxx), f̂(ννν) èíòåãðèðóåìû íà R2
(è, ñòàëî áûòü, îíè è íåïðåðûâíû â R2

), èìåííî ýòèì ñëó÷àåì ìû äàëåå

îãðàíè÷èìñÿ. Îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî÷òè î÷åâèäíî ìîæíî ïåðåíåñòè íà

ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé, îòìåòèì çäåñü âåðñèþ ñâîéñòâà ìàñøòàáèðóåìîñòè: äëÿ íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî îïå-

ðàòîðà A : Rn → Rn

̥ : f(Axxx) 7→ |detA|−1f̂

(

(

AT
)−1

(ννν)

)

Âàæíîå íàáëþäåíèå äëÿ èíòåãðàëüíîãî ñëó÷àÿ

�àññìîòðèì îãðàíè÷åíèå f̂(ν1) íåïðåðûâíîé �óíêöèè f̂(ν1, ν2) íà ïðÿìóþ ν2 = 0; ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷å-

íèÿ ñîâïàäàþò ñ èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå

∫

R
f̌(x1)e

−iπx1ν1dx1 îò �óíêöèè f̌(x1) = P [f ](x1) =
∫

R
f(x1, x2)dx2 x1, êîòîðóþ óìåñòíî íàçûâàòü èíòåãðàëüíûì ïðîåêòèðîâàíèåì íà êîîðäèíàòíóþ îñü. Ìîæíî

çàïèñàòü ýòî ñèìâîëè÷åñêè êàê òîæäåñòâî îïåðàòîðîâ, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå K äëÿ îïåðàòîðà îãðàíè÷åíèÿ

�óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ íà êîîðäèíàòíóþ ïðÿìóþ: K̥ = ̥P . Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî èíòåãðàëüíîå äâóìåð-

íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëåíî ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è ïîòîìó íå çàâèñèò îò ïîâîðîòà ñèñòåì

êîîðäèíàò, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî óêàçàííîå òîæäåñòâî ïðèìåíèìî ê ëþáîé ïàðå îðòîãîíàëüíûõ ïðÿìûõ,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà

Èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà â åãî êëàññè÷åñêîì ñìûñëå ñîïîñòàâëÿåò äè��åðåíöèèðóåìîé è èíòåãðè-

ðóåìîé â R2
�óíêöèè f(xxx) ñåìåéñòâî C èíòåãðàëîâ îò îãðàíè÷åíèé ýòîé �óíêöèè íà âñåâîçìîæíûå (à�èííûå)

ïðÿìûå èç R2
. Ó ýòîãî ñåìåéñòâà à�èííûõ ïðÿìûõ èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ (t, θ), ñ −∞ < t < +∞

è 0 6 θ < π (r, φ), ñì. �èñ.1: �åçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â óêàçàííîé ïàðàìåòðèçàöèè íàçûâàåòñÿ ñèíî-

ãðàììîé.

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ðàññìîòðèì ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíà äëÿ ïðîñòîé

�óíêöèè 1D2
äâóõ ïåðåìåííûõ

1D2(x1, x2) =

{

1 x2
1 + x2

2 6 1

0 x2
1 + x2

2 > 1
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θ

θ+π
−t

t

�èñ. 1: Ïàðàìåòðèçàöèÿ îáëàñòüþ R× [0, π) à��èííûõ ïðÿìûõ â R2

� Çàïèøèòå ÿâíî ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíà ℜ[1D2 ] îò �óíêöèè 1D2
, ñ èñïîëüçîâàíèåì óêàçàííîé

âûøå ïàðàìåòðèçàöèè (t, θ).

Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðåîáðàçîâàíèå ℜ èç ïðîñòðàíñòâà äè��åðåíöèèðóåìûõ è èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé

äâóõ ïåðåìåííûõ f(x1, x2) â �óíêöèè f̌(t, θ) (êàæäîé ïðÿìîé ñîïîñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàë ïî íåé îò f), ýòî ÷àñòíûé
ïðèìåð áîëåå îáùåé êîíñòðóêöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ðàçðàáîòàííîãî Äæ. �àäîíîì â 1917.

Ñâÿçü ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå: âàæíîå íàáëþäåíèå

�àññìîòðèì îãðàíè÷åíèå f̂(ν1) íåïðåðûâíîé �óíêöèè f̂(ν1, ν2) íà ïðÿìóþ ν2 = 0; ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷å-

íèÿ ñîâïàäàþò ñ èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå

∫

R
f̌(x1)e

−iπx1ν1dx1 îò �óíêöèè f̌(x1) = P [f ](x1) =
∫

R
f(x1, x2)dx2 x1, êîòîðóþ óìåñòíî íàçûâàòü èíòåãðàëüíûì ïðîåêòèðîâàíèåì íà êîîðäèíàòíóþ îñü. Ìîæíî

çàïèñàòü ýòî ñèìâîëè÷åñêè êàê òîæäåñòâî îïåðàòîðîâ, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå K äëÿ îïåðàòîðà îãðàíè÷åíèÿ

�óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ íà êîîðäèíàòíóþ ïðÿìóþ: K̥ = ̥P . Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî èíòåãðàëüíîå äâóìåð-

íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëåíî ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è ïîòîìó íå çàâèñèò îò ïîâîðîòà ñèñòåì

êîîðäèíàò, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî óêàçàííîå òîæäåñòâî ïðèìåíèìî ê ëþáîé ïàðå îðòîãîíàëüíûõ ïðÿìûõ,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Òåîðåòè÷åñêàÿ îáðàòèìîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíà

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ f̌ çàäàþò íà ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ïðÿìîé çíà÷åíèÿ èíòåãðàëüíûõ ïðî-

åêöèé f(x1, x2) íà ýòó ïðÿìóþ, à â ñèëó ¾âàæíîãî íàáëþäåíèÿ¿ âûøå îíè çàäàþò è îãðàíè÷åíèå äâóìåðíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå f̂(ννν) íà ýòó æå ïðÿìóþ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü

ñóæåíèå f̂(ννν) íà ëþáóþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó âñÿ ïëîñêîñòü R2
ñîäåðæèòñÿ

â îáúåäèíåíèè òàêèõ ¾öåíòðàëüíûõ¿ ïðÿìûõ, òî òåì ñàìûì èç f̌(t, θ) â àíàëèòè÷åñêîé âåðñèè ìîæíî âîññòà-

íîâèòü öåëèêîì âñþ �óíêöèþ f̂(ννν), à ñëåäîâàòåëüíî, áëàãîäàðÿ äâóìåðíîìó òîæäåñòâó Ôóðüå, âîññòàíîâèòü è

èñõîäíóþ �óíêöèþ f(x1, x2). Îäíàêî ðåàëèçàöèÿ ñâÿçàíà ñ íåêîòîðûìè òðóäíîñòÿìè, íàïðèìåð, àíàëèòè÷åñêèå
�îðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíà íå ïîäñêàçûâàþò î÷åâèäíîãî äèñêðåòíîãî ãðèäà íà ïëîñêîñòè, íà êîòîðîì áû

óäîáíî âåñòè âû÷èñëåíèÿ. Äðóãèå òðóäíîñòè äëÿ ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèé ñâÿçàíû ñ ðàññìîòðåíèåì ¾íå ñàìûõ

õîðîøèõ¿ �óíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ.
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